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Θέμα Α: 

Α1. Θεωρία σχ. βιβλίου σελ. 111 

Α2. Θεωρία σχ. βιβλίου σελ. 104 

Α3. Θεωρία σχ. βιβλίου σελ. 74 

Α4. α) Ψ 

β) Αν θεωρήσουμε 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∊ ℝ  και 𝑥0 = 0, τότε lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 0, 

ενώ lim
𝑥→0+

1

𝑓(𝑥)
= +∞ και lim

𝑥→0−

1

𝑓(𝑥)
= −∞, άρα το όριο της 

1

𝑓(𝑥)
 στο 

𝑥0 = 0 δεν υπάρχει. 

Α5. α) Σωστό 

 β) Σωστό 

 γ) Λάθος 

 

Θέμα Β: 

Β1. Έστω  1 2, 3x x    με     1 2
1 2

1 2

3 1 3 1

3 3

x x
f x f x

x x

 
   

 
 

1 2 1 2 1 2 2 1
3 9 3 3 9 3x x x x x x x x        

1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2
3 9 3 3 9 3 10 10x x x x x x x x x x x x            , 

άρα η f  είναι 1-1 και αντιστρέψιμη 

 

Β2 .  

Λύνω  𝑓(𝑥) =  𝑦 ⇔
3𝑥+1 

𝑥−3
= 𝑦 ⇔ 3𝑥 + 1 = 𝑥𝑦 − 3𝑦 ⇔ 3𝑥 − 𝑥𝑦 =  −3𝑦 − 1 

⇔ 𝑥(3 − 𝑦 ) =  −3𝑦 − 1 
𝑦≠3
⇔ 𝑥 =  

−3𝑦−1

3−𝑦 
= 𝑓−1(𝑦) =  

3𝑦+1 

𝑦−3
 

Άρα ορίζεται η 𝑓−1(𝑥) =  
3𝑥+1 

𝑥−3
 𝜇𝜀 𝜒 ∈ 𝑅 − {3} 

Άρα πράγματι ισχύει ότι 1
f f


  

 

B3.  



 

Ισχύει ότι  3fD    άρα για το 
f fD  έχουμε:  

f fD = { 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 𝜅𝛼𝜄 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑓} = { 𝑥 ≠ 3 𝜅𝛼𝜄 
3𝑥+1 

𝑥−3 
≠ 3} = {𝑥 ≠ 3 𝜅𝛼𝜄 3𝜒 + 1 ≠

3𝜒 − 9 } = {𝜒 ≠ 3 𝜅𝛼𝜄 − 10 ≠ 0   𝜄𝜎𝜒ύ𝜀𝜄 ∀𝜒 ∈ 𝑅}  

Άρα  3fD    

Με (𝑓𝑜𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑓(𝑥)) =  
3(
3𝑥+1

𝑥−3
)+ 1

3𝑥+1

𝑥−3
−3

= 
9𝑥+3

𝑥−3
+
𝑥−3

𝑥−3
3𝑥+1

𝑥−3
−
3𝑥−9 

𝑥−3

= 
10𝑥

𝑥−3
10

𝑥−3

= 
10𝑥

10
= 𝑥,  3x   

Άρα (𝑓𝑜𝑓)(𝑥) =  𝑥   𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ 𝑅 − {3} 

Β4. 

lim
𝑥→−

1
3

𝑓(𝑥) ∙ 𝜂𝜇 (
1

3𝑥 + 1
) 

Ισχύει ότι 

 |𝑓(𝑥) ∙ 𝜂𝜇 (
1

3𝜒+1
)| ≤ |𝑓(𝑥)| , ∀𝑥 ∈ 𝑅 − {−

1

3
, 3} ⇔ −|𝑓(𝑥)| ≤ 𝑓(𝑥) ∙ 𝜂𝜇 (

1

3𝜒+1
) ≤ |𝑓(𝑥)| 

αφού 
1

1
3 1x

 


για κάθε 
1

3
x    

 lim
𝑥→−

1

3

(−|𝑓(𝑥)|) =  lim
𝑥→−

1

3

(− |
3𝑥+1

−𝑥−3
|) = 0 

 lim
𝑥→−

1

3

|𝑓(𝑥)| = lim
𝑥→−

1

3

|
3𝑥+1 

𝑥−3
| = 0  

Άρα από Κριτήριο Παρεμβολής το ζητούμενο όριο είναι  

            lim
𝑥→−

1

3

𝑓(𝑥) ∙ 𝜂𝜇(
1

3𝜒+1
) = 0  

 

Θέμα Γ: 

Γ1. Για το εμβαδό του τριγώνου ισχύει ότι: 

 
1

( ) ( ) σχέση (1)
2

     

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΒΜ έχουμε:  
( )

( ) ( )
( )

 


     


 

Ακόμα έχουμε ότι ( ) (1 )         

Επομένως αφού (ΒΓ)=2(ΒΜ)=2ημθ και (ΑΜ)=(ΟΑ)+(ΟΜ)=1+συνθ έχουμε 

( ) (1 )       

 



 

Γ2. Για τη συνάρτηση εμβαδού Ε, είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο (0, 𝜋) 
ως άθροισμα και γινόμενο συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

𝛦′(𝜃) = ((1 + 𝜎𝜐𝜈𝜃) ∙ 𝜂𝜇𝜃)
′
 

= 𝜎𝜐𝜈𝜃 ∙ (1 + 𝜎𝜐𝜈𝜃) + (−𝜂𝜇𝜃) ∙ 𝜂𝜇𝜃 

= 𝜎𝜐𝜈𝜃 + 𝜎𝜐𝜈2𝜃 − 𝜂𝜇2𝜃 = 𝜎𝜐𝜈2𝜃 + 𝜎𝜐𝜐𝜈𝜃 

𝛦′(𝜃) = 0 ⟺ 𝜎𝜐𝜈2𝜃 + 𝜎𝜐𝜈𝜃 = 0 ⟺ 𝜎𝜐𝜈2𝜃 = −𝜎𝜐𝜈𝜃 

⟺ 𝜎𝜐𝜈2𝜃 = 𝜎𝜐𝜈(𝜋 − 𝜃)
𝜃∊(0,𝜋)
⇔    2𝜃 = 𝜋 − 𝜃 

⟺ 3𝜃 = 𝜋 ⇒ 𝜃 =
𝜋

3
  (μοναδική). Η 𝛦′ είναι συνεχής στα διαστήματα (0, 𝜋/3) 

και (𝜋/3, 𝜋), δε μηδενίζεται σε αυτά άρα διατηρεί σταθερό πρόσημο σε καθένα 

από αυτά 

𝛦′(𝜋/6) =
1 − √3

2
< 0 

𝛦′(𝜋/2) =
√2

2
> 0 

𝛦′(𝜃) > 0 για 𝑥 ∊ (0,
𝜋

3
) 

𝛦′(𝜃) < 0 για 𝑥 ∊ (
𝜋

3
, 𝜋) 

άρα 𝛦 γνησίως αύξουσα στο (0,
𝜋

3
] και γνησίως φθίνουσα στο [

𝜋

3
, 𝜋), με 

μέγιστη τιμή 𝛦(𝜋/3) =
3√3

4
 

Επομένως το εμβαδόν μεγιστοποιείται για γωνία 𝜃 =
𝜋

3
 

 

Γ3. Από υπόθεση θέλουμε 𝛦(𝜃) =
3

4
⟺ (1 + 𝜎𝜐𝜈𝜃) ∙ 𝜂𝜇𝜃 =

3

4
 

Δεδομένης της συνέχειας και της μονοτονίας της 𝛦 (βλ. ερώτημα Γ2) θα 

ισχύει: 

 Για 𝜃 ∊ (0, 𝜋/3]: 𝐸((0, 𝜋/3]) = ( lim
𝜃→0+

𝛦(𝜃), 𝛦 (
𝜋

3
)] = (0,

3√3

4
] = 𝐸(𝐴1) 

αφού lim
𝜃→0+

𝛦(𝜃) = lim
𝜃→0+

((1 + 𝜎𝜐𝜈𝜃)𝜂𝜇𝜃) = 0 

 Για 𝜃 ∊ [𝜋/3, 𝜋): 𝛦 ([
𝜋

3
, 𝜋)) = ( lim

𝜃→𝜋−
𝛦(𝜃), 𝛦(𝜋/3)] = (0,

3√3

4
] = 𝛦(𝛢2) 

αφού lim
𝜃→𝜋−

𝛦(𝜃) = lim
𝜃→𝜋−

(1 + 𝜎𝜐𝜈𝜃)𝜂𝜇𝜃 = 0 

Άρα: 



 

 
3

4
∊ 𝛦(𝛢1), άρα θα υπάρχει 𝜃1 ∊ (0,

𝜋

3
) ώστε 𝛦(𝜃1) =

3

4
 και 𝛦 

γνησίως αύξουσα άρα 𝜃1 μοναδικό. 

 
3

4
∊ 𝛦(𝛢2), άρα θα υπάρχει 𝜃2 ∊ (

𝜋

3
, 𝜋), ώστε 𝛦(𝜃2) =

3

4
 και 𝛦 

γνησίως φθίνουσα άρα 𝜃2 μοναδικό. 

με (𝜃1 < 𝜃2) 

 

Γ4. 𝛦 συνεχής στο [𝜃1,
𝜋

3
] και [

𝜋

3
, 𝜃2] ως τριγωνομετρική. 

 𝛦 παραγωγίσιμη στο (𝜃1,
𝜋

3
) και (

𝜋

3
, 𝜃2)  

Από Θ.Μ.Τ., υπάρχει 𝜉1 ∊ (𝜃1,
𝜋

3
) και 𝜉2 ∊ (

𝜋

3
, 𝜃2) τέτοια ώστε 

𝛦′(𝜉1) =
𝑓 (
𝜋
3) − 𝑓

(𝜃1)

𝜋
3 − 𝜃1

=

3√3
4 −

3
4

𝜋
3 − 𝜃1

⟺
3√3

4
−
3

4
= 𝛦′(𝜉1) ∙ (

𝜋

3
− 𝜃1) 

𝛦′(𝜉2) =
𝑓(𝜃2) − 𝑓 (

𝜋
3)

𝜃2 −
𝜋
3

=

3
4 −

3√3
4

𝜃2 −
𝜋
3

⟺
3√3

4
−
3

4
= 𝛦′(𝜉2) ∙ (𝜃2 −

𝜋

3
)  

Άρα 𝛦′(𝜉1) ∙ (
𝜋

3
− 𝜃1) = 𝛦

′(𝜉2) ∙ (𝜃2 −
𝜋

3
) 

 

ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Η συνάρτηση f  είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο  0,  ως αποτέλεσμα 

πράξεων συνεχών και παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  
1

ln 1f x x
x

     και 

  2

1 1
0f x

x x
     για κάθε 0x  . Άρα f   είναι γνησίως αύξουσα και 1-1 στο 

 0,  με μοναδική ρίζα την 1x   αφού  1 0f   . Ισχύει:  

 Για      1 1 0x f x f f x        άρα η f  είναι γνησίως αύξουσα 

στο  1,  

 Για      0 1 1 0x f x f f x         άρα η f  είναι γνησίως 

φθίνουσα στο  0,1  

Συνεπώς η f παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο 
0 1x   το  1 lnf    

Το σημείο του ακροτάτου είναι το  1, ln  , 0   το οποίο ανήκει στην ευθεία 

: 1x   για κάθε 0   



 

Δ2. Η ανίσωση ισοδύναμα γράφεται: 

     ln ln ln ln 0 0x xx x x x x x x f x          και αφού η f  

παρουσιάζει στο 
0 1x   ολικό ελάχιστο το  1 lnf    από το Δ1,  πρέπει 

ln 0 1     . Τελικά  0,1 , άρα η μεγαλύτερη τιμή του   είναι η 1   

Δ3. Για 0x   η g  γράφεται   lnx xg x e  οπότε είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο 

 0, με    ln 1xg x x x   . 

Έστω   0 0,x g x ,
0 0x   το σημείο επαφής της ζητούμενης εφαπτομένης και της 

gC  τότε     0 0 0: y g x g x x x    . H   διέρχεται από το  0,0  άρα ισχύει: 

       0 0

0 0 0 0 0 0 00 0 ln 1
x x

g x g x x x x x x       

    0 0 0 0

0

1
1 ln 1 ln 1 0 0x x x f x

x
           . Από Δ1 η συνάρτηση 

f   είναι γνησίως αύξουσα άρα 1-1 και τελικά    0 01 1f x f x    . Οπότε η 

ζητούμενη εφαπτομένη είναι η  : 1 1 1y x     δηλαδή η : y x   

Δ4. 

i) Για κάθε 0x   η h  γράφεται   lnx xh x e  η οποία είναι συνεχής στο 

 0,  ως σύνθεση συνεχών συναρτήσεων.  Στο 
0 0x    έχουμε: 

  ln

0 0 0
lim lim lim 1

x x u

x x u
h x e e

    
    αφού θέσουμε lnx x u  με 

 
  2

0
0 0 0 0 0

2

1
lnln

lim ln lim lim lim lim 0
1 1

1
x x x x x

xx xxu x x
x

x x
x

        

 
     

  
 
 

 το 

0
lim ln
x

x


   άρα 0u   οπότε 
0 0u   

To  0 1h   άρα η h  είναι συνεχής στο 
0 0x   άρα τελικά στο  0,  

ii) Θεωρούμε τη συνάρτηση        
2 1

2020

1 0

3 2 1 1x x g t dt x h t dt
 

      
 

   με 

x  

 H συνάρτηση   είναι συνεχής στο  0,1  ως πολυωνυμική 

    
1

0

0 1h t dt    

    
2

1

1 3 2 g t dt     



 

Όμως από Δ2 για 1   ισχύει ότι xx x για 0x   η ισότητα ισχύει για μόνο 1x   άρα 

 
22 2 2

1 1 1

3

2 2

t
g t dt tdt

 
    

 
       

2 2

1 1

2 3 3 2 0 1 0g t dt g t dt         

 

Επίσης από Δ2 ισχύει ότι xx x για 0x   άρα  h x x  για κάθε 0x  , το 

 0 1 0h   οπότε τελικά ισχύει  h x x για κάθε [0, )x  . Για  0,1t   το 

   1 0,1t   οπότε η ανισότητα γίνεται  1 1h t t   . Η ισότητα ισχύει μόνο για  0t   

άρα 

         
11 1 1 12

0 0 0 00

1
1 1 1 1 0 0

2 2

t
h t dt t dt h t dt t h t dt

 
             

 
     

Άρα    0 1 0    και από το θεώρημα Bolzano υπάρχει ένα τουλάχιστον  0 0,1x   

τέτοιο ώστε  0 0x   δηλαδή      
2 1

2020

0 0

1 0

3 2 1 1 0x g t dt x h t dt
 

     
 

   

 


