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ΠΑΝΕΛΛΑΔΙΚΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 

ΗΜΕΡΗΣΙΟΥ ΚΑΙ ΕΣΠΕΡΙΝΟΥ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΤΡΙΤΗ 4 ΙΟΥΝΙΟΥ 2024 

ΕΞΕΤΑΖΟΜΕΝΟ ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΠΡΟΣΑΝΑΤΟΛΙΣΜΟΥ 

ΣΥΝΟΛΟ ΣΕΛΙΔΩΝ: ΕΝΝΕΑ (9) 

 

ΕΝΔΕΙΚΤΙΚΕΣ ΠΛΗΡΕΙΣ ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

 

Α1. Σχολικό βιβλίο σελ. 76 

Α2. Σχολικό βιβλίο σελ. 155 

Α3. Σχολικό βιβλίο σελ. 216 

Α4. α. Σωστό  β. Σωστό γ. Λάθος δ. Λάθος ε. Σωστό

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β1. Πρέπει 𝐷𝑓 = 𝐷𝑔⋂𝐷ℎ = [1, +∞) και  ℎ(𝑥) ≠ 0 άρα  

√𝑥 −
1

√𝑥
≠ 0 

√𝑥
2
− 1 ≠ 0 

𝑥 − 1 ≠ 0 

𝑥 ≠ 1 

Άρα,  𝐷𝑓 = (1,+∞) και 

𝑓(𝑥) =
√𝑥 +

1

√𝑥

√𝑥 −
1

√𝑥

=

√𝑥
2
+ 1

√𝑥

√𝑥
2
− 1

√𝑥

=
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 

Επομένως, 𝑓(𝑥) =
𝑥+1

𝑥−1
 με 𝐷𝑓 = (1,+∞). 

 

Όμοια 𝐷𝑟 = 𝐷𝑔 ∩ 𝐷ℎ = [1,+∞) άρα 𝐷𝑟 = [1,+∞) με τύπο 

𝑟(𝑥) = (√𝑥 +
1

√𝑥
) (√𝑥 −

1

√𝑥
) = 𝑥 −

1

𝑥
 

Επομένως, 𝑟(𝑥) =  𝑥 −
1

𝑥
  με 𝐷𝑟 = [1,+∞). 
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Β2. Έστω 𝑥1, 𝑥2 ∈ (1,+∞) τέτοια ώστε 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

𝑥1 + 1

𝑥1 − 1
=
𝑥2 + 1

𝑥2 − 1
 

𝑥1 = 𝑥2 

Άρα f  “1-1” οπότε αντιστρέφεται 

𝑦 = 𝑓(𝑥) 

𝑦 =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
  , 𝑥 > 1 ά𝜌𝛼 𝑦 > 0 

𝑦(𝑥 − 1) = 𝑥 + 1 

𝑦𝑥 − 𝑥 = 1 + 𝑦 

𝑥(𝑦 − 1) = 1 + 𝑦         𝑦 ≠ 1 

𝑥 =
𝑦 + 1

𝑦 − 1
 

Είναι  x>1 οπότε  

𝑦 + 1

𝑦 − 1
> 1 

𝑦 + 1

𝑦 − 1
− 1 > 0 

𝑦 + 1 − 𝑦 + 1

𝑦 − 1
> 0 

𝑦 > 1 

Άρα,  

𝑓−1(𝑥) =
𝑥 + 1

𝑥 − 1
 𝛾𝜄𝛼 𝑥 > 1 
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B3. 

Η συνάρτηση r(χ) δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες αφού είναι συνεχής στο 

[1, + ∞). Ψάχνουμε πλάγιες ή οριζόντιες στο  +∞ .  

 λ = lim
𝑥→+∞

𝑟(𝑥)

𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥2−1

𝑥2
= 1 

𝛽 = lim
𝑥→+∞

(𝑟(𝑥) − 𝑥) = lim
𝑥→+∞

(−
1

𝑥
) = 0 

Άρα έχουμε πλάγια ασύμπτωτη την  𝑦 = 𝑥  𝜎𝜏𝜊 + ∞.  

Β4.   Η σύνθεση   𝑓𝑜
−1𝑓  ορίζεται όταν  𝜒 ∈ 𝐷𝑓 , άρα χ>1 και  

              𝑓( 𝜒) ∈ 𝐷𝑓−1⇔
𝜒+1

𝜒−1
> 1 

𝜒>1 
⇔  

𝜒+1−𝜒+1 

𝜒−1
> 0 ⇔

2

𝜒−1
> 0 ⇔ 𝜒 > 1  

 

      (𝑓−1(𝑓(𝑥))2 = 1 + 4(𝑥 −
1

𝑥
) 

𝑥2 = 1 + 4𝑥 −
4

𝑥
              𝑥 > 1 

𝑥3 = 𝑥 + 4𝑥2 − 4 

𝑥3 − 4𝑥2 − 𝑥 + 4 = 0 

𝑥2(𝑥 − 4) − (𝑥 − 4) = 0 

(𝑥 − 4)(𝑥2 − 1) = 0 

x = 4 δεκτή           ή     𝑥 = 1 𝛼𝜋𝜊𝜌𝜌ί𝜋𝜏𝜀𝜏𝛼𝜄  

ή 𝑥 = −1 𝛼𝜋𝜊𝜌𝜌ί𝜋𝜏𝜀𝜏𝛼𝜄  

(𝑓−1(𝑓(𝑥))2 = 1 + 4(𝑥 −
1

𝑥
)   𝛾𝜄𝛼 𝜒 = 4 
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ΘΕΜΑ Γ  

Γ1.  

Εφόσον η f συνεχής στο 𝐷𝑓 = [0 , +∞ ], τότε συνεχής και στο x = 2 επομένως 

 lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)=f(2) 

 lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2−

(−2𝑥 + 4 + 𝑒𝜆) =  −4 + 4 + 𝑒𝜆 = 𝑒𝜆 

 lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→2+

(−𝑥2 + 4𝑥 − 3 + 𝜆 ) =  −4 + 8 − 3 + 𝜆 = 1 + 𝜆   

Δηλαδή lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) =  lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)⇔ 𝑒𝜆 = 1 + 𝜆 ⇔ 𝑒𝜆 − 𝜆 − 1 = 0  

Θεωρούμε  συνάρτηση 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑥 − 1 , 𝜒 ∈ ℝ 

Η  συνάρτηση g είναι συνεχής και παραγωγίσιμη στο ℝ ως άθροισμα 

εκθετικής με πολυωνυμική .  

𝑔΄(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1  

𝑔΄(𝑥) = 0⇔ 𝑒𝑥 − 1 = 0 ⇔ 𝑒𝑥 = 1 ⇔ 𝑥 = 0   

𝑔΄(𝑥) >  0⇔ 𝑒𝑥 > 1⇔  𝑥 > 0  

Άρα g γν.αύξουσα στο [0,+∞) 

𝑔΄(𝑥) <  0⇔ 𝑒𝑥 < 1⇔  𝑥 < 0 

Άρα g γν.φθίνουσα στο (-∞ ,0] 

Οπότε η g έχει ελάχιστο για χ=0 το g(0)=0 

Ισχύει ότι 𝑔(𝑥) ≥ 𝑔(0)⇔ 𝑔(𝑥) ≥ 0  , με την ισότητα να ισχύει μόνο για x = 0 . 

Οπότε λ = 0.  

 

Γ2.  

Για 𝑥 ∈ [ 0 , 2 ) 

𝑓 (𝑥) =  −2𝑥 + 5  παραγωγίσιμη με  

𝑓΄(𝑥) =  −2 < 0   ,0<x<2  άρα  f γν.φθίνουσα στο [0,2) 

Για 𝜒 ∈ [2,+ ∞) 

𝑓(𝑥) =  −𝑥2 + 4𝑥 − 3 παραγωγίσιμη με 

𝑓΄(𝑥) =  −2𝑥 + 4 = −2(𝑥 − 2) < 0  , 𝑥 > 2  

άρα  f γν.φθίνουσα στο [2,+∞) 
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Άρα  f γνησίως φθίνουσα στο [0 , +∞) και παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο  

x0= 0 το f (0) = 5.  

Γ3.  

i. lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥)− 𝑓 (2)

x−2 
= lim
𝑥→2−

−2𝑥+5−1

𝑥−2
= lim
𝑥→2−

−2(𝑥−2)

𝑥−2
= −2 

   

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) −  𝑓 (2)

x − 2 
= lim
𝑥→2+

−𝑥2 + 4𝑥 − 4

𝑥 − 2
= lim
𝑥→2+

−(𝑥 − 2)2

𝑥 − 2
= 0 

lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) −  𝑓 (2)

x − 2 
≠ lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) −  𝑓 (2)

x − 2 
 

 

Άρα f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 2 άρα δεν είναι παραγωγίσιμη στο (0,3) 

Οπότε δεν ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θεωρήματος Μέσης Τιμής στο [0,3] . 

ii)  Η ευθεία  που διέρχεται από τα σημεία   Δ(0,5) ,Ε(3,0) έχει 

συντελεστή διεύθυνσης 

λΕΔ=
0−5

3−0
= −

5

3
 

 

αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει ξ∈ (0,3) 𝜏έ𝜏𝜊𝜄𝜊 ώ𝜎𝜏𝜀  𝑓΄(𝜉) =  −
5

3
 

Για 𝑥 ∈ [0,2] ∶ 𝑓΄(𝜉) =  −
5

3
=> −2 =  −

5

3
 , ά𝜏𝜊𝜋𝜊 

Για 𝑥 ∈ [2,3]: 𝑓΄(𝜉) =  −
5

3
=> −2𝜉 + 4 =  −

5

3
⇔−2𝜉 =  −

17

3
⇔𝜉 =

17

6
 , δεκτή 

2<
17

6
 <3    

 άρα υπάρχει ξ τέτοιο ώστε η εφαπτομένη στην γραφική παράσταση της f να 

είναι παράλληλη στην ευθεία που διέρχεται από τα σημεία Δ και Ε .  

Γ4.  

το σημείο Μ έχει συντεταγμένες (2,y) ,τη χρονική στιγμή που συναντά τη Cf΄ 

έχει συντεταγμένες  (2,f(2)) ή (2,1) 

y’(t)=0,5 

OB=√5  από πυθαγόρειο στο ορθ.τριγ ΟΑΒ    

συνω(t0)=
𝑂𝐴

0𝐵
=
2

√5
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εφω(t)= 
𝑦(𝑡)

2
 

εφω(t)=
𝑦(𝑡)

2
⇒

1

𝜎𝜐𝜈2𝜔(𝑡)
𝜔′(𝑡) =

𝑦′(𝑡)

2
 

για 𝑡 = 𝑡0    έ𝜒𝜊𝜐𝜇𝜀 
 √5

2

4
𝜔′(𝑡0) =

𝑦′(𝑡0)

2
⇒

5

4
𝜔′(𝑡0) =

1

4
⇒ 

𝜔′(𝑡0) =
1

5
𝑟𝑎𝑑/𝑠 

                                      B(2,1) 

                        

                                     Μ(2,y) 

    0                             Α(2,0) 
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ΘΕΜΑ Δ 

Δ1. Η f είναι συνεχής παραγωγίσιμη στο (0, +∞) ως πηλίκο παραγ. 

συναρτήσεων  με  

𝑓′(𝑥) =  
(
1
𝑥 + 𝑎) 𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥

𝑥2
=
1 + 𝑎𝑥 − 𝑙𝑛𝑥 − 𝑎𝑥

𝑥2
=
1 − 𝑙𝑛𝑥

𝑥2
 

Επομένως, 𝑓′(𝑥) =
1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2
 ,x>0 

 𝑥2 > 0, 𝛾𝜄𝛼 𝜅ά𝜃𝜀 𝑥 ∈ (0,+∞) 

 Για 𝑥 > 𝑒 ⇒ 𝑙𝑛𝑥 > 𝑙𝑛𝑒 ⇒ 𝑙𝑛𝑥 > 1 ⇒ 1 − 𝑙𝑛𝑥 < 0 

  για 0 < 𝑥 < 𝑒 ∶ 𝑙𝑛𝑥 < 𝑙𝑛𝑒 ⇒ 𝑙𝑛𝑥 < 1 ⇒ 1 − 𝑙𝑛𝑥 > 0 

 

x 0 e                               +∞ 

f’ + - 

f   

Η f είναι συνεχής στο (0,e] και γνησίως αύξουσα στο (0,e] άρα  

𝑓((0, 𝑒]) = ( lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥), 𝑓(𝑒)] 

Η f είναι συνεχής στο [e,+∞) και γνησίως φθίνουσα στο [e,+∞) 

Ισχύει ότι η f παρουσιάζει ολικό μέγιστο στο 𝑥0 = 𝑒. 

𝑓(𝑒) =
𝑙𝑛𝑒 + 𝑎𝑒

𝑒
=
1 + 𝑎𝑒

𝑒
 

Από δεδομένα,  

𝑓(𝑒) = 1 +
1

𝑒
⇔
1 + 𝑎𝑒

𝑒
=
𝑒 + 1

𝑒
⇔ 𝑎 = 1 

 

Δ2. Η f είναι συνεχής στο [
1

2
, 1] και γνησίως αύξουσα με  

𝑓 (
1

2
) =

𝑙𝑛
1
2 +

1
2

1
2

= 2 (−𝑙𝑛2 +
1

2
) = 1 − 2𝑙𝑛2 = 𝑙𝑛

𝑒

4
< 0 

και  
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𝑓(1) =
𝑙𝑛1 + 1

1
= 1 > 0 

Από Θ. Bolzano ισχύει ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα 𝑥0 ∈ (
1

2
, 1) τέτοιο ώστε 

𝑓(𝑥0) = 0 και επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα στο [
1

2
, 1] το 𝑥0 είναι μοναδικό. 

f([e,+∞))=(1,1+
1

𝑒
]  

ln
lim ( ) lim ( 1) 1

1
ln

lim lim 0
1

1
0 (1,1 ] άρα δεν υπαρχει ρίζα στο [e,+ )

x x

x dlh x

x
f x

x

x x

x

e

 

 

  

 

  

 

Δ3.  

i.  

 Για 𝑥 ∈ [e, +∞) η 𝑓(𝑥) = 𝑓(4) έχει λύση το 𝑥2 = 4 η οποία είναι 

μοναδική καθώς η f είναι γνησίως φθίνουσα στο [e,+∞). 

 Για 𝑥 ∈ (0, 𝑒] ισχύει ότι 

𝑓(4) =
𝑙𝑛4 + 4

4
=
𝑙𝑛22 + 4

4
=
2𝑙𝑛2 + 4

4
=
𝑙𝑛2 + 2

2
= 𝑓(2) 

Άρα 𝑓(𝑥) = 𝑓(4) ⇔ 𝑓(𝑥) = 𝑓(2) ⇔ 𝑥 = 2 και επειδή η f είναι γνησίως 

αύξουσα στο (0, 𝑒] η λύση 𝑥1 = 2 είναι μοναδική. 

Οπότε η 𝑓(𝑥) = 𝑓(4) έχει ακριβώς 2 λύσεις τις 𝑥1 = 2 και 𝑥2 = 4. 

ii) Για κάθε 𝑥 > 0, 

2𝑥 ≤ 𝑥2 ⇒ 𝑙𝑛2𝑥 ≤ 𝑙𝑛𝑥2 ⇒ 𝑥𝑙𝑛2 ≤ 2𝑙𝑛𝑥 ⇒
𝑥𝑙𝑛2

2𝑥
≤
2𝑙𝑛𝑥

2𝑥
⇒
𝑙𝑛2

2
≤
𝑙𝑛𝑥

𝑥
⇒ 

⇒
𝑙𝑛2

2
+ 1 ≤

𝑙𝑛𝑥

𝑥
+ 1 ⟹ 𝑓(2) ≤ 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(2) 

Καθώς,  𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥+𝑥

𝑥
=
𝑙𝑛𝑥

𝑥
+ 1 και 𝑓(2) =

𝑙𝑛2

2
+ 1 

Για 𝑥𝜖(0, 𝑒], 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(2) ⟹ 𝜒 ≥ 2, καθώς η f είναι γνησίως αύξουσα, οπότε 

𝑥 ∈ [2, 𝑒] 

Για 𝑥 ∈ [𝑒, +∞), 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(2) ⟹ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(4) ⟹ 𝑥 ≤ 4, καθώς η f είναι γνησίως 

φθίνουσα, οπότε 𝑥 ∈ [𝑒, 4]. 

Οπότε συμπεραίνουμε γενικά ότι 𝑥 ∈ [2,4] 



 

9 
 

 

Δ4.  

𝛦 = ∫ |𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 =  ∫ |𝑓(𝑒𝑥) ∙ (𝑓(𝑒𝑥))′|𝑑𝑥
0

−𝑙𝑛2

0

−𝑙𝑛2

 

Για 𝑥 ∈ [−𝑙𝑛2,0] είναι  

1 − 𝑥

𝑒𝑥
> 0  ά𝜌𝛼 (𝑓(𝑒𝑥))

′
> 0 

άρα 𝛦 =  ∫ |𝑓(𝑒𝑥)| ∙ (𝑓(𝑒𝑥))′𝑑𝑥
0

−𝑙𝑛2
 

θέτω 𝑓(𝑒𝑥) = 𝑢 

(𝑓(𝑒𝑥))
′
𝑑𝑥 = 𝑑𝑢  

για x = 0 : 𝑢1 = 𝑓(𝑒
0) = 𝑓(1) = 1 

για x = -ln2 : 𝑢2 = 𝑓(𝑒
−𝑙𝑛2) = 1 − 𝑙𝑛4 

άρα  

∫ |𝑢|𝑑𝑢 =
1

1−𝑙𝑛4

 

0 1
0 1 2

1 ln 4 0
1 ln 4 0

2 2
(1 ln 4) 1

 τ.μ
2 2[ ] [ ]

2 2
udu udu

u u





         

 

 

 

 

 

Επιμέλεια: Ομάδα Μαθηματικών ΟιδαΝικώ 

 


